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ÐÎËÜ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ×ÈÑÅË Â ÐÀÇÂÈÒÈÈ  
ÓÌÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÐÀÇÂÈÒÈß Ó×ÅÍÈÊÎÂ

Ìóðàäîâ Äæàâèä Âèäàäè îãëó,
äîêòîðàíò ÀÃÏÓ ïî ñïåöèàëüíîñòè ìàòåìàòèêà 

è ìåòîäèêà åå ïðåïîäàâàíèÿ, ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè 
Ïîëíàÿ ñðåäíÿÿ øêîëà ¹ 149 èìåíè Ýëü÷èíà Øàìèåâà

Õàçàðñêîãî ðàéîíà ãîðîäà Áàêó

-

Ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ 
÷èñåë ñïîñîáñòâóåò âîçíèêíîâåíèþ íîâîãî 
ìíîæåñòâà ÷èñåë. Ïðè òàêîì ðàñøèðåíèè 
âî ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë òðåáî-
âàëîñü ñîõðàíåíèå âñåõ èñïîëíÿåìûõ âî 
ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îïåðà-
öèé èëè íàëè÷èå êîðíÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ 
ñî ñòåïåíüþ áîëüøå åäèíèöû â äàííîì íî-
âîì óðàâíåíèè. Îäíèì èç òàêèõ óðàâíåíèé 
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå â âèäå x2 + 1 = 0. Äàí-
íîå óðàâíåíèå íåâîçìîæíî ðåøèòü âî ìíî-
æåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ò. å. ýòî ìíè-
ìîå ìíîæåñòâî [2, ñ. 164]. Ïî ýòîé ïðè÷èíå 
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â òàêîì êîñâåí-
íîì ìíîæåñòâå ÷èñåë, êîòîðîå ñïîñîá-
ñòâóåò ðåøåíèþ óðàâíåíèé äàííîãî òèïà. 
Ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü 
ðàñøèðåíèÿ è ýòîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë, òàê 
êàê ëþáîå áîëüøèíñòâî ÷èñåë âîçíèêàåò 
íà îñíîâàíèè äàííîé íåîáõîäèìîñòè. Çíà-
÷èò, ïðèõîäèòñÿ ðàñøèðÿòü òàêæå è ìíî-
æåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñ ýòîé öåëüþ 
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå 

óðàâíåíèÿ x2 + 1 = 0  è ÷èñëî i ÿâëÿåòñÿ åãî 
êîðíåì. Òîãäà i2 = –1 . 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå ââåäåíèÿ ÷èñëà 
i ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ðàñøè-
ðÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äàííîå ðàñ-
øèðåíèå âêëþ÷àëî âåùåñòâåííûå ÷èñëà, 
÷èñëî i è ñîõðàíèëèñü âñå èñïîëíÿåìûå 
îïåðàöèè. Ïîëó÷åííîå íîâîå ÷èñëåííîå 
ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ìíî-
æåñòâîâ ÷èñåë [1] è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ 
áóêâîé i. Îáùàÿ êàðòèíà, èëè, äðóãèìè ñëî-
âàìè, àëãåáðàè÷åñêàÿ êàðòèíà êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë âûðàæàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå 
[3, ñ. 175]:

z = a + bi, 
ãäå a è b ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ÷èñ-

ëàìè.
Ïðèâåäåííûé â àëãåáðàè÷åñêîì âèäå  

z = a + bi äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàåò-
ñÿ òàê: a – âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü, b – ìíèìàÿ 
÷àñòü. 

 .
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Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ ñ ó÷åíèêàìè 
X êëàññîâ èññëåäîâàíèé âûÿñíèëîñü, ÷òî 
ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 
óñâàèâàåòñÿ ëåãêî è çàïîìèíàåòñÿ äîëüøå. 
Îäíàêî óìíîæåíèå è äåëåíèå âûçûâàþò 
ïðîáëåìû ó áîëüøèíñòâà ó÷åíèêîâ. Ïðè÷è-
íà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ àðãó-
ìåíòà [3, ñ. 183]. Ðàññìîòðèì ðèñóíîê 1. 

Ðèñ. 1.

Â îïðåäåëåíèè àðãóìåíòà ó÷åíèêè îñ-
íîâûâàþòñÿ íà òðèãîíîìåòðè÷åñêîì ñîîò-
íîøåíèè â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå, 

â ðåçóëüòàòå, èç ôîðìóëû   

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå  , ÷òî 

ïîçâîëÿåò íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë. 
Îïðåäåëåíèå óãëà òàêèì ñïîñîáîì 

íå ïðèâëåêàòåëüíî äëÿ áîëüøèíñòâà ó÷åíè-
êîâ, ïîñêîëüêó ïðè òàêîì èçìåíåíèè îáî-
çíà÷åíèé âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé, 
à òàêæå ïðè ðàâåíñòâå îäíîé èç âåùåñòâåí-
íûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé íóëþ âû÷èñëåíèå 
âîñïðèíèìàåòñÿ ó÷åíèêàìè íåîäíîçíà÷íî.

Âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìó-
ëû (1) ïðè îïðåäåëåíèè àðãóìåíòà (óãëà) 
ñïîñîáñòâóåò áîëåå ïðîñòîìó íàõîæäåíèþ 
óãëà, à ïðè îïðåäåëåíèè óãëà ñ ïîìîùüþ 
ôîðìóëû (2) ìíîãèå ó÷åíèêè äîïóñêàþò 
îøèáêè èëè ñòàëêèâàþòñÿ ñ íåîïðåäåëåí-
íîñòÿìè. Íàïðèìåð, êîãäà z = 2i è z = – 2i, 
à òàêæå z = 1 + i èëè z = 1 – i. 

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ñ ó÷åíèêàìè 
X êëàññîâ èññëåäîâàíèé âûÿñíèëè, ÷òî ïðè 
îïðåäåëåíèè àðãóìåíòà âîçìîæíî óñòðàíå-
íèå ñëîæíîñòåé, åñëè ðàññîòðåòü, â êàêîé 
÷åòâåðòè ñèñòåìû êîîðäèíàò ðàñïîëîæåíû 
êîìïëåêñíûå ÷èñëà. 

Íàì èçâåñòíî, ÷òî åñëè tg  çäåñü 

ðàâíîçíà÷íî   è , à òàêæå   
èëè , òî èñïîëüçîâàíèå â çàäà÷å 

îïðåäåëåíèÿ àðãóìåíòà òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé sin  è cos  â çíà÷èòåëüíîé 

ñòåïåíè óñëîæíÿåò çàäà÷ó.
Çàìåíà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé 

sin  è cos â ñèñòåìå êîîðäèíàò êîìïëåêñ-
íûì ÷èñëîì z = a + bi è îïèñàíèå ÷åòâåðòè 
åãî ðàñïîëîæåíèÿ ëåãêî ðåøàåò óêçàííóþ 
ïðîáëåìó. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíî êîìïëåêñíîå 
÷èñëî z = a + bi è ÷èñëà a è b íå ðàâíÿþòñÿ 
íóëþ. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå îáñòî-
ÿòåëüñòâà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + bi 
â ñèñòåìå êîîðäèíàò. 

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðèñóíêîâ ñëåäó-
åò, åñëè òî÷êà: 

– âõîäèò â I ÷åòâåðòü, òîãäà ; 
– âõîäèò â II ÷åòâåðòü, òîãäà, – ; 
– âõîäèò â III ÷åòâåðòü, òîãäà, + ;
– âõîäèò â IV ÷åòâåðòü, òîãäà, 2 – .
Âíà÷àëå ñëåäóåò îïðåäåëèòü, íà êàêîé 

÷åòâåðòè ðàñïîëîæåíî êîìïëåêñíîå ÷èñëî, 
à çàòåì íàéòè óãîë « » ïî ôîðìóëå: îë

.

Âû÷èñëèì óãîë « ». Ïîñëå íàõîæäåíèÿ 
óãëà « » íàøå êîìïëåêñíîå ÷èñëî âûâîäèò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

– åñëè âõîäèò â I ÷åòâåðòü, òîãäà, ; 
– åñëè âõîäèò â II ÷åòâåðòü, òîãäà, – ; 
– åñëè âõîäèò â III ÷åòâåðòü, òîãäà, + ; 
– åñëè âõîäèò â IV ÷åòâåðòü, òîãäà, 2 – .
Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà  

âûÿñíèëîñü, ÷òî ó÷åíèêè â ïðèâåäåííûõ 
íèæå çàäà÷àõ îïèðàþòñÿ íà óêàçàííîå 
âûøå ïðàâèëà (ðèñ. 6) è ëåãêî ñïðàâëÿ-
þòñÿ ñ äàííîé ñëîæíîñòüþ. Íàïðèìåð,  
z = 1 + Çi  è z = –1 – Çi  èëè z = 1 – Çi  è 
z = –1 + Çi  è ò. ä. 

Åñëè íàøå êîìïëåêñíîå ÷èñëî áóäåò 
àáñîëþòíî âåùåñòâåííûì èëè àáñîëþòíî 
ìíèìûì, òîãäà, ñ ó÷åòîì ðàçìåùåíèÿ äàí-
íîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íà êîîðäèíàòíûõ 
îñÿõ, ìîæíî ëåãêî îïðåäåëèòü àðãóìåíò, 
äàæå íå ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (2). Îáðàòèì 
âíèìàíèå íà ãðàôèêè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë: 
èç ïðèâåäåííîãî íèæå ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî:  

– óãîë ïðè z = a áóäåò:  = 00;
– óãîë ïðè z = –a áóäåò:  = 1800; 
– óãîë ïðè z = bi áóäåò:  = 900; 
– óãîë ïðè z = –bi áóäåò:  = 2700. 
Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ 

â ñðåäíåé øêîëå èññëåäîâàíèé, îïðåäå-
ëåíèå óãëîâ â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ òàêèì 
ñïîñîáîì â êîíå÷íîì èòîãå â çíà÷èòåëüíîé 
ñòåïåíè âëèÿåò íà óìñòâåííîå ðàçâèòèå 
ó÷åíèêîâ è ñïîñîáñòâóåò áîëåå äîëãîâðå-
ìåííîìó çàïîìèíàíèþ. Ðàññìîòðèì ïðè-
âåäåííûå íèæå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Íàéòè àðãóìåíò z, åñëè äëÿ 
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + yi (x > 0) äàåòñÿ 
|z| – z2 = 0. 
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Ðåøåíèå: |x + yi| – (x + yi)2 = 0 íà îñ-
íîâàíèè äàííîãî óñëîâèÿ ðàâíåíèå  âåðíî. 
Óïðîñòèâ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíå- 
íèå:

.
Çàòåì ïðèâîäèì óðàâíåíèå ð ä

, ïðèäàåì åìó 
àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó. 

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ äàííîãî â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ôîðìå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ê íóëþ 
íåîáõîäèìî ïðèâåñòè êàæäîå çíà÷åíèå åãî 
âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé ê íóëþ,  
ò. å. äîëæíî ïîëó÷èòñÿ:

 è 2xyi = 0. 
Òàê êàê x > 0, òî äëÿ ïðèâåäåíèÿ ìíè-

ìîé ÷àñòè íóëþ íåîáõîäèìî, ÷òîáû y = 0, 

Ðèñ. 2.

2

A(a,b)

3

A(a,b)

4 5

A(a,b)

  

6
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èíà÷å ìíèìàÿ ÷àñòü íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ  
íóëþ.

×òî êàñàåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè, òî 
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: 

,
. 

Åñëè ðåøèì ýòî óðàâíåíèå, òî ïîëó÷èì: 
. 

Åñëè ó÷åñòü â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè  
 – x2 = 0 óñëîâèå x > 0, òî ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå x – x2 = 0. Ðåøàåì óðàâíåíèå:

7

 Z = bi

 

 Z= – a Z = a

 

 Z= – bi 

8

z = 1 + 0i

Ïîëó÷àåì êîðíè x
1
 = 0 è x

2
 = 1. Èç ýòèõ 

êîðíåé òîëüêî 2-îé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 
x >0. Ïîëó÷àåì: x = 1 è y = 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàøå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = 1 + 0 • i. 
À ïàðà (1; 0) íàõîäèòñÿ íà àáöèññíîé îñè. 

Èç ðèñóíêà 8 ñëåäóåò, ÷òî àðãóìåíòîì 
äëÿ äàííîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ÿâëÿåòñÿ 

 = 00. 
Çàäà÷à 2. Ïðèåäåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî  

(1 – Ç³)60â àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó.
Ðåøåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî a = 1 v  b = – Ç³. 

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ìóàâðà, ïðèäàäèì 
äàííîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó òðèãîíîìå-
òðè÷åñêóþ ôîðìó. 
À àðãóìåíò R = 

ó. 
, ïîëó÷àåì 

tg . 

À tg  ïîëó÷àåì ïðè , íî òàê êàê 
÷èñëî  ðàñïîëîæåíî íà 4-îé ÷åòâåðòè, 
ìû âû÷èñëÿåì àðãóìåíò êàê 2  – , â ðå-
çóëüòàòå, óãîë 2 .

Åñëè ïðèìåíèòü óðàâíåíèå Ìóàâðà, òî 
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå: 

 = 

= . 

Ìû óïðîùàåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ ïî-
ìîùüþ ôîðìóëû Ìóàâðà. Ïîñêîëüêó ïðè 
òàêîì óïðîùåíèè îïðåäåëåíèÿ àðãóìåíòà 
ïðåæäå âñåãî ó÷èòûâàåòñÿ, ê êàêîé ÷åòâåð-
òè îòíîñèòñÿ àðãóìåíò, è âû÷èñëÿåòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì 2 , ìû ïîëíîñòüþ óñòðàíÿåì 
ïðîáëåìó îïðåäåëåíèÿ àðãóìåíòà ó÷åíèêà-
ìè. Òàêîå îïðåäåëåíèå àðãóìåíòà â êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñëàõ ñïîñîáñòâóåò ëó÷øåìó 
óñâîåíèþ òåìû ó÷åíèêàìè. 


